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Введение
Понятие устойчивых законов, представляющих собой широкий класс вероят-
ностных распределений, распространяется на многомерный случай (см., напри-
мер, [7]). Случайный 𝑁 -мерный вектор X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑁 ) называется устойчивым,
если для любого 𝑛 ≥ 2 найдутся число 𝐴𝑛 > 0 и вектор B𝑛 ∈ R𝑁 , такие, что
X(1) +X(2) + · · ·+X(𝑛) d= 𝐴𝑛X+B𝑛,
где X(1) d= X(2) d= . . .X(𝑛) d= X.
Из-за отсутствия аналитического выражения функций распределения и плот-
ности для описания семейства многомерных устойчивых распределений использу-
ется характеристическая функция 𝜙(t) = 𝐸𝑒𝑖⟨X,t⟩, имеющая следующее представ-









где 𝛼 ∈ (0; 2] — параметр устойчивости, Γ — конечная мера на единичной сфе-
ре S𝑁−1, называемая спектральной мерой, 𝜇 ∈ R𝑁 — вектор сдвига,
𝜔𝛼(t, s) =
{︂
1− 𝑖 tg(𝛼𝜋/2) sign⟨t, s⟩, 𝛼 ̸= 1;
1 + 𝑖(2/𝜋) ln |⟨t, s⟩| sign⟨t, s⟩, 𝛼 = 1.
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Поскольку характеристические функции 𝜙X(t) и 𝜙X−𝜇(t) случайных векторов
X и X− 𝜇, соответственно, связаны соотношением
𝜙X(t) = 𝑒
𝑖⟨t,𝜇⟩𝜙X−𝜇(t),
то без потери общности будем полагать 𝜇 = 0.
Частным случаем рассматриваемого семейства являются сферически симмет-
ричные устойчивые распределения (см. [9]), характеристическая функция 𝜙(t) ко-
торых является функцией радиального вида, то есть функцией, значения которой




где 𝜆 > 0 — параметр масштаба.
В случае 𝜆 = 1 распределение называется стандартным. Поскольку для плот-
ностей сферически симметричных устойчивых распределений 𝑔(x;𝛼, 𝜆,𝑁) спра-
ведливо соотношение
𝑔(x;𝛼, 𝜆,𝑁) = 𝜆−𝑁/𝛼𝑔(x𝜆−1/𝛼;𝛼, 1, 𝑁),
то далее будем рассматривать только стандартные распределения.
Как и в одномерном случае, основной трудностью использования многомерных
устойчивых распределений является отсутствие явного аналитического представ-
ления функции плотности. Поскольку многомерные устойчивые плотности имеют
более сложную структуру, то алгоритмы, разработанные для одномерных плотно-
стей, не допускают расширения на многомерный случай. Поэтому возникает необ-
ходимость разработки численных методов, позволяющих находить приближенные
значения функции плотности многомерных устойчивых распределений.
1. О представлении сферически симметричных устойчивых распределе-
ний через одномерные проекции
Плотность многомерных устойчивых распределений 𝑔(x) выражается через ха-







Однако вычисление плотности с помощью численного интегрирования непо-
средственно формулы (1) представляет собой сложную задачу.
J. P. Nolan и H. Abdul-Hamid в [5] предложили вычислять плотности многомер-
ных устойчивых распределений, используя их одномерные проекции.
Для любого t ∈ R𝑁 проекция случайного вектора ⟨t,X⟩ является одномерной
устойчивой случайной величиной с масштабом 𝜎(t), асимметрией 𝛽(t) и сдвигом
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𝛿(t) =




⟨t, s⟩ ln |⟨t, s⟩|Γ(𝑑s), 𝛼 = 1.
В случае стандартных сферически симметричных распределений 𝛽(t) ≡ 0,
𝛿(t) ≡ 0, и для 𝛼 ∈ (0; 2] плотность 𝑔(x;𝛼, 1, 𝑁) представима в следующем ви-
де:














Представление плотности многомерных устойчивых распределений через од-
номерные проекции является более удобным для вычислений, чем выражение че-
рез характеристическую функцию по формуле обращения (1): значения функции
𝑓(𝑣;𝛼,𝑁) могут быть найдены, например, с помощью входящей в математическую
библиотеку IMSL подпрограммы DQDAWF, предназначенной для вычисления ин-
тегралов Фурье (см., например, [1]).
2. Вычисление плотности сферически симметричных устойчивых рас-
пределений с помощью рядов
Другим подходом к решению задачи вычисления плотности сферически сим-
метричных устойчивых распределений является представление их в виде сходя-
щихся и асимптотических рядов.
Функции плотности сферически симметричных распределений являются функ-
циями радиального вида, то есть они представимы в виде неотрицательной функ-
ции 𝜌(𝑟;𝛼,𝑁), определенной на положительной полуоси, где 𝑟 = |x| — расстояние
от точки x до начала координат.
В зависимости от значения параметра устойчивости 𝛼 следует выделять два
случая вычисления функций плотности.
2.1 Случай 𝛼 ̸= 1
В статье В.М. Золотарева [9] предлагаются следующие разложения плотностей






















Γ((𝑛𝛼 + 𝑁)/2)Γ(𝑛𝛼/2 + 1) sin(𝛼𝜋𝑛/2)(𝑟/2)−𝑛𝛼.
(3)
В случае 𝑁 = 1 использование свойств гамма-функции позволяет преобра-
зовать ряды 𝑝1(𝑟;𝛼,𝑁) и 𝑝2(𝑟;𝛼,𝑁) в соответствующие разложения плотностей
симметричных одномерных устойчивых распределений (см., например, [8]). Как
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и в одномерном случае, ряд 𝑝1(𝑟;𝛼,𝑁) является сходящимся при 𝛼 > 1 и асимп-
тотическим при 𝛼 < 1, в то время как ряд 𝑝2(𝑟;𝛼,𝑁) является сходящимся при
𝛼 < 1 и асимптотическим при 𝛼 > 1, то есть
при 𝛼 < 1: при 𝛼 > 1:
𝜌(𝑟;𝛼,𝑁) ∼ 𝑝1(𝑟;𝛼,𝑁), 𝑟 → 0; 𝜌(𝑟;𝛼,𝑁) = 𝑝1(𝑟;𝛼,𝑁);
𝜌(𝑟;𝛼,𝑁) = 𝑝2(𝑟;𝛼,𝑁); 𝜌(𝑟;𝛼,𝑁) ∼ 𝑝2(𝑟;𝛼,𝑁), 𝑟 →∞.
Более удобным для вычислений является представление общего члена ряда в
виде экспоненты с использованием логарифмической гамма-функции ln Γ(𝑢). Вве-
дем обозначения:
𝑞1(𝑛; 𝑟, 𝛼,𝑁) := ln Γ
(︀
(2𝑛 + 𝑁)/𝛼
)︀− ln Γ(𝑛 + 1)− ln Γ(𝑛 + 𝑁/2)+
+ 2𝑛 ln(𝑟/2)− ln (︀𝛼2𝑁−1(√𝜋)𝑁)︀,




+ ln Γ(𝑛𝛼/2 + 1)− ln Γ(𝑛 + 1)−
− 𝑛𝛼 ln(𝑟/2)− ln (︀𝜋(𝑟√𝜋)𝑁)︀.








(−1)𝑛−1 sin(𝛼𝜋𝑛/2) exp (︀𝑞2(𝑛; 𝑟, 𝛼,𝑁))︀.
Для нахождения границ применимости рядов 𝑝1(𝑟;𝛼,𝑁) и 𝑝2(𝑟;𝛼,𝑁), то есть
для определения интервалов, на которых они позволяют вычислять плотность














: согласно признаку сравнения из их
абсолютной сходимости следует сходимость исходных рядов.
На Рис. 1 в качестве примера приведены графики функций 𝑞1(𝑛; 𝑟, 𝛼,𝑁)
и 𝑞2(𝑛; 𝑟, 𝛼,𝑁) при различных значениях 𝑟 и параметра 𝛼 для размерности
𝑁 = 2. Рассматриваемые функции выпуклы вниз, если ряды являются асимп-
тотическими, и выпуклы вверх в случае сходящихся рядов. Точки экстремума
𝑛*1 ≡ 𝑛*1(𝑟;𝛼,𝑁) и 𝑛*2 ≡ 𝑛*2(𝑟;𝛼,𝑁) функций 𝑞1(𝑛; 𝑟, 𝛼,𝑁) и 𝑞2(𝑛; 𝑟, 𝛼,𝑁), соответ-
ственно, определяются из следующих соотношений:















































функция 𝑞1(𝑛; 𝑟, 𝛼,𝑁) убывает, то есть при 𝑛 < 𝑛
*
1. Точка экстремума 𝑛
*
1(𝑟;𝛼,𝑁)
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при заданных значениях параметра 𝛼 и размерности 𝑁 определяется расстоянием
𝑟: чем дальше 𝑟 от нуля, тем меньше становится 𝑛*1, следовательно, тем раньше
ряд начинает расходиться, что означает меньшее количество учитываемых членов
разложения, от которых зависит точность вычислений. Поэтому существует неко-
торое граничное значение 𝑟гр, обеспечивающее достаточное количество членов раз-
ложения 𝑛 для вычислений с заданной точностью, которое ограничивает область
применимости рассматриваемого ряда справа и определяется минимальным значе-
нием его общего члена: при 𝑛 = 𝑛*1 должен достигаться заданный уровень точности







Рис. 1: Графики функций 𝑞1(𝑛; 𝑟, 𝛼, 2) и 𝑞2(𝑛; 𝑟, 𝛼, 2)








ничена некоторым значением 𝑟гр слева. Следовательно, для вычисления плотности
сферически симметричных устойчивых распределений с заданной точностью 𝜀ас
при 𝛼 < 1 применим асимптотический ряд 𝑝1(𝑟;𝛼,𝑁) на интервале (0, 𝑟гр), при
𝛼 > 1 — асимптотический ряд 𝑝2(𝑟;𝛼,𝑁) на интервале (𝑟гр,∞), где граничное
значение 𝑟гр ≡ 𝑟гр(𝜀ас, 𝛼,𝑁) определяется по следующим формулам:
𝑟гр =
{︂ {𝑟 : 𝑞1(𝑛*1(𝑟;𝛼,𝑁); 𝑟, 𝛼,𝑁)− ln 𝜀ас = 0}, 𝛼 < 1;
{𝑟 : 𝑞2(𝑛*2(𝑟;𝛼,𝑁); 𝑟, 𝛼,𝑁)− ln 𝜀ас = 0}, 𝛼 > 1.
На оставшихся интервалах [𝑟гр,∞) при 𝛼 < 1 и (0, 𝑟гр] при 𝛼 > 1 плотность
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вычисляется с помощью сходящихся рядов с точностью 𝜀сх, которая ухудшается
по мере приближения расстояния 𝑟 к граничному значению 𝑟гр из-за возникаю-
щих вычислительных сложностей, связанных с увеличением максимальной степе-
ни экспоненты 𝑞1(𝑛
*
1(𝑟;𝛼,𝑁); 𝑟, 𝛼,𝑁) и 𝑞2(𝑛
*
2(𝑟;𝛼,𝑁); 𝑟, 𝛼,𝑁) (см. Рис. 1).
Вычислительная погрешность зависит от типа используемых при программной
реализации переменных, которые позволяют хранить числа с ограниченной отно-
сительной точностью. Так, переменные типа double, предназначенные для хране-
ния данных в формате чисел с плавающей запятой, обеспечивают точность около
lg(253) ≈ 15.955 цифр. При возведении экспоненты в высокую степень возника-
ет необходимость хранения больших чисел, что приводит к существенной потере
точности.
Для оценки точности вычисления плотности с помощью сходящихся рядов най-
дем оценку погрешности, получаемую при возведении экспоненты в степень. Пусть
𝑎 — некоторая величина, а ?˜? — ее значение, вычисленное с точностью до 𝑑 цифр,
где 𝑑 зависит от типа используемых переменных, то есть 𝑎 = ?˜?±∆, где ∆ — абсо-
лютная вычислительная погрешность. Поскольку количество цифр дробной части
числа ?˜? равно 𝑑− [lg |?˜?|]− 1, то ∆ ≤ ∆*, где ∆* = 10−(𝑑−[lg |?˜?|]−1).
Тогда при возведении экспоненты в степень 𝑎 получаемая вычислительная по-
грешность имеет следующую оценку:
|𝑒?˜?±Δ − 𝑒?˜?| ≤ 𝑒?˜?|𝑒Δ − 1| ≤ 𝑒?˜?|𝑒Δ* − 1|.
Поскольку при вычислении плотности с использованием сходящихся рядов наи-
большая потеря точности происходит при возведении экспоненты в максимальную
степень, оценка погрешности 𝜀сх ≡ 𝜀сх(𝑟, 𝛼,𝑁, 𝑑) имеет следующий вид:
𝜀сх(𝑟, 𝛼,𝑁, 𝑑) = exp
(︀
𝑞𝑚𝑎𝑥(𝑟, 𝛼,𝑁)






1; 𝑟, 𝛼,𝑁), 𝛼 > 1;
𝑞2(𝑛
*
2; 𝑟, 𝛼,𝑁), 𝛼 < 1.
Таким образом, сходящиеся ряды не позволяют находить значения плотности
с произвольной заданной точностью: существуют определенные ограничения, свя-
занные с типом используемых программных переменных. Устранить эти ограни-
чения и уменьшить вычислительную погрешность сходящихся рядов 𝜀сх можно за
счет увеличения количества хранящихся в переменной значимых цифр 𝑑. Такую
возможность предоставляет арифметика произвольной точности (VPA — Variable
Precision Arithmetic) (см., например, [4]).
Необходимое количество цифр 𝑑, обеспечивающее вычисление сходящегося ря-
да с заданной точностью 𝜀, выражается из соотношения (4):
𝑑 =
[︀





Заметим, что для вычисления ln(𝜀/𝑒𝑞𝑚𝑎𝑥(𝑟,𝛼,𝑁) + 1) необходимо, чтобы исполь-






Общая схема применения сходящихся и асимптотических рядов 𝑝1(𝑟;𝛼,𝑁) и
𝑝2(𝑟;𝛼,𝑁) для вычисления плотности сферически симметричных устойчивых рас-
пределений при 𝛼 ̸= 1 с заданной точностью 𝜀 представлена на Рис. 2.
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Рис. 2: Схема вычисления плотности сферически симметричных устойчивых
распределений с помощью рядов
2.2 Случай 𝛼 = 1
В случае 𝛼 = 1 ряды 𝑝1(𝑟;𝛼,𝑁) и 𝑝2(𝑟;𝛼,𝑁) принимают следующий вид:







(−1)𝑛Γ(𝑛 + (𝑁 + 1)/2)
Γ(𝑛 + 1)
𝑟2𝑛,







(−1)𝑛Γ(𝑛 + (𝑁 + 1)/2)
Γ(𝑛 + 1)
𝑟−2𝑛.
Ряд 𝑝1(𝑟; 1, 𝑁) сходится при 𝑟 < 1, ряд 𝑝2(𝑟; 1, 𝑁) сходится при 𝑟 > 1, то есть
𝜌(𝑟; 1, 𝑁) =
{︂
𝑝1(𝑟; 1, 𝑁), 𝑟 < 1;
𝑝2(𝑟; 1, 𝑁), 𝑟 > 1.
Заметим, что в одномерном случае ряды





(−1)𝑛𝑥2𝑛, при |𝑥| < 1;





(−1)𝑛𝑥−2𝑛, при |𝑥| > 1
представляют собой разложения в ряд функции плотности распределения Коши






В окрестности точки 𝑟 = 1 скорость сходимости рядов уменьшается и слож-
ность вычислений возрастает, поэтому целесообразным является представление
общего члена в виде экспоненты:







(−1)𝑛 exp(ln Γ(𝑛 + (𝑁 + 1)/2)− ln Γ(𝑛 + 1) + 2𝑛 ln 𝑟),







(−1)𝑛 exp(ln Γ(𝑛 + (𝑁 + 1)/2)− ln Γ(𝑛 + 1)− 2𝑛 ln 𝑟).
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Таким образом, ряды 𝑝1(𝑟; 1, 𝑁) и 𝑝2(𝑟; 1, 𝑁) позволяют вычислить плотность
сферически симметричных устойчивых распределений при 𝛼 = 1 за исключением
точки 𝑟 = 1.
3. Результаты вычислений значений плотности сферически симметрич-
ных устойчивых распределений с помощью рядов
Вычисления плотности сферически симметричных устойчивых распределений
с помощью сходящихся и асимптотических рядов были реализованы в среде Matlab
с использованием пакета Symbolic Math Toolbox, поддерживающего арифметику
произвольной точности (см., например, [2]).
Из-за отсутствия явного аналитического выражения функции плотности ре-
зультаты вычислений сравнивались с приближенными значениями, полученными
по методу, описанному в п. 1. Разработанная Nolan’ом программная реализация
указанного метода для двумерного случая (программа MVSTABLE, см. [6]) поз-
воляет вычислять двумерные плотности устойчивых распределений с абсолютной
точностью до 4–5 значимых цифр при 𝛼 > 1 и для малых и средних значений
аргумента, в то время как при малых 𝛼, когда плотность принимает большие зна-
чения, и для больших значений аргумента, когда плотность уменьшается, точность
вычислений не определена.
Расчеты плотности двумерных сферически симметричных устойчивых распре-
делений с использованием рядов производились для различных значений пара-
метра 𝛼 с заданной точностью 𝜀 = 10−10 (см. Рис. 3).
При сравнении с результатами, полученными с помощью программы
MVSTABLE, рассчитывалась величина абсолютной ошибки AE. Результаты вы-
числений для 𝛼 = 1 представлены в Таблице 1.
Таблица 1: Сравнение результатов вычислений плотности
с помощью рядов и программы MVSTABLE при 𝛼 = 1
𝑟 AE 𝑟 AE 𝑟 AE 𝑟 AE
0.05 1.73E-09 0.6 4.25E-09 1.001 3.67E-10 2.5 1.89E-11
0.1 3.78E-09 0.7 6.63E-10 1.01 2.65E-10 3 4.84E-12
0.2 3.19E-11 0.8 1.44E-10 1.1 9.43E-12 3.5 2.44E-11
0.3 1.27E-09 0.9 7.95E-12 1.2 2.75E-10 4 2.53E-11
0.4 2.33E-09 0.99 8.73E-11 1.5 4.38E-10 4.5 1.18E-11
0.5 3.06E-09 0.999 2.89E-10 2 1.49E-10 5 2.09E-11
В случае 𝛼 ̸= 1 вычисления производились для диапазона 𝑟 ∈ [0, 10], при срав-
нении с результатами, полученными с помощью программы MVSTABLE, рассчи-
тывались минимальные и максимальные значения абсолютной ошибки AE. Ре-
зультаты вычислений представлены в Таблице 2.
В случае 𝛼 > 1 наблюдается хорошая сопоставимость полученных результатов,
при этом максимальные значения абсолютной ошибки AE соответствуют большим
значениям 𝑟, в которых плотность уменьшается и вычисления с помощью програм-
мы MVSTABLE затруднены.




Рис. 3: Результаты вычислений плотности сферически симметричных устой-
чивых распределений
Таблица 2: Сравнение результатов вычислений плотности
с помощью рядов и программы MVSTABLE при 𝛼 ̸= 1
𝛼 min AE max AE 𝛼 min AE max AE
0.1 4.27E+07 1.94E+17 1.1 1.92E-14 5.61E-09
0.2 1.25E-03 7.30E+04 1.2 5.06E-14 5.44E-09
0.3 1.51E-06 2.43E+01 1.3 1.15E-14 4.91E-09
0.4 8.55E-08 1.78E-01 1.4 1.94E-15 5.40E-09
0.5 1.71E-08 1.45E-04 1.5 9.90E-14 9.31E-10
0.6 2.12E-09 1.09E-05 1.6 2.14E-14 9.22E-10
0.7 3.10E-13 4.60E-07 1.7 4.47E-13 5.60E-08
0.8 3.19E-16 5.08E-08 1.8 1.40E-13 2.14E-08
0.9 1.07E-13 1.09E-08 1.9 9.29E-14 8.91E-10
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Рис. 4: Результаты вычисления плотности при 𝛼 = 0.5
При 𝛼 < 1 полученные ошибки существенно больше, при этом их максимальные
значения соответствуют малым значениям 𝑟. На Рис. 4 представлены результаты
вычисления плотности рассматриваемыми методами для 𝛼 = 0.5 в окрестности
точки 𝑟 = 0. Заметим, что программа MVSTABLE смещает моду распределения,
чем и обусловлено расхождение результатов. Таким образом, использование ря-
дов позволяет вычислять плотность многомерных устойчивых распределений с
большей точностью.
Заключение
В статье предлагается алгоритм вычисления значений функции плотности
сферически симметричных устойчивых распределений с помощью сходящихся
и асимптотических рядов. Сравнение результатов работы алгоритма с прибли-
женными значениями, полученными с помощью программы MVSTABLE, показа-
ло, что предлагаемый подход позволяет вычислять значения функции плотности
устойчивых распределений с более высокой степенью точности.
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